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PARAMETRI KOJI KARAKTERISU NAPONSKO
DEFORMACIONO STANJE ISPRED VRHA PRSLINE,
ZA SLUTAJ POTPUNE PLASTICNOSTI PRESEKA

Rezime

ovaj rad uvodi jednostavnu korekeiju pri analizi
polja oko vrha prsline, pomodu kvazi deformacione
teorije plastidnosti, koja vadi 7 aa neproporecional-
na opteredenja. Razmatranje omoguduje prodirenje
koncepta mehanike ‘loma izvan normalnih granica
teorije J-integrala. Jednostavna korekeija napona
vrha prsline zasnovana je na kvazi deformacionog
teoriji. Ova korekecija pokaszuje da stepen troosnos-
t1 mapona na vrhu prsline utide na vezu Zzmedju
J-integrala i pomeranja otvora vrha prsline,
Predpostavljeno polje napona oko vrha prsline
dobro se slaZe sa objavljenim rezultatima na

bazi konadnih elemenata.

CRACK TIP PARAMETERS FOR LARGE SCALE YIELDING
Summary

This paper introduces simple correction for crack
tip fields using a quasi-deformation plasticity
theory which takes account of mnonproportional
loading. The analysis is used to extend fracture
mechanics concepts beyond the normal limits of
J-integral theory. A simple correction for crack
tip stresses is derived from the quasi- deformation
assumption. This correction indicates that the
degree of crack tip triaxiality is related to

the relationships between the J-integral and

the crack tip opening displacement (CTOD).
Predictions ©Of cerack tip stress fields agree
well with published finite element results.

*) Ivan Glavardanov, dipl.ing., docent — Fakultet tehnidkih nauka,
Institut za protsvodno madinstvo, 21000 Novi Sad, Viadimira
Pericda Valtera 2.
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I. Glavardanov

UVODNA RAZMATRANJA

J-konturni integral se poslednjih 20 godina uspesno
koristi kao parametar, koji karakteriSe lom. Rajs [1] je pos-
tavio osnove za mogufnost prodirenja Tinearno eiastﬁéne mpena-
nike lToma (LEML), aproksimirajuéi elasti¢no-plastiinu deforma-
ciju kao nelinearno-elastiénu. Medjutim, J-integral gqubi vai-
nost u sluaju potpune plastifnosti preseka, tj. kada se plas-
tiZna zona ispred vrha prsline proteZe do kraja uzorka (po ce-
lom ligamentu). Sa poveéanjem vrednosti J-integrala koncept
nalinearno elasti&ne deformacije se ne moZe prihvatiti kao
zadovoljavajuce ta&an, jer npr. stabilni razvoj prsline uzro-
kuje lokaina rasterecenja, gubi se.proporciona]nost opterefe~
nje, §to uzrokuje geometrijsku zavisnost krivih otpornosti pri
porastu prsline. Nadalje, pri velikim plasti¢nim deformacija-
ma, koie mogu nastati kao rezultat gubitka ogranicavanja tele-
nja materijala zbog smanjivanja troosnosti napcna, Cak 1 za
sluéaj stacionarne prsline, J-teorija gubi vaznost. To znali
da se u tom siutaju ne mogu usiovi na vrhu prsline u potpunos-
ti okarakterisati samo sa jednim parametrom, Jednoparametar-
ski koncept mehanike loma se tada dovodi u sumnju.

PREGLED JEDNOPARAMETARSKOG KONCEPTA

Usvajajuéi koncept nelinearno elastifne teorije
plasti&nog tegenja, za materijale koji ojacavaju deformacijom,
Hacinson, Rajs i Rozengrin 2], [3] izveli su jednacine za
polje napona i deformacije u blizini vrha prsline u kojima
figurise J-integral. Ovo opisivanje stanja na vrhu prsline
je poznato kao HRR singularitet i dat je izrazima

i )1/('1"'1) 5, :(n,0) (1
= PR M s
U'IJ % @ 52 1. ¥ 613 )
o ]
oo n/(n+1) .
ey T2 (——2—) T Ey5(n.0) (2)
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Parametri koji karakteridu naponskc deformaciono stanje

gde su 953 i e.. tenzori napona 1 piastine deformacije

je Jdungov modul, r je radijaino rastoja

1. e bezdimenziona konstanta, koja zavisi od deformacionog

ojacdavanja, i o i Efﬁ sy takodje hezdimenz

.ij &
koje zavise od deformacijskog ojacavanjsa ugla (8) izmedJt
posmatrane taéke 1 ravni prsline. O0stale veliCine sy definisa-

ne empirijskim izrazom za deformacijsko ojadavanje, koji Jje
za jednoosnu deformaciju da

g o o
& = a(g“ﬂ T (3)

Napon P je referentna vrednost, obilno definisana

tecenja 9g.p @ N je eksponent deformacionog ojafavanja. Jed-
3

natina (3) se moZfe u generisanom obliku dati kao

gde je Sij devijator napona i o, efektivni napon definisan

izrazom
2 3 o u -
r— el b & =
5% = 7 S5 %13 L

Definicija kvadratne invarijante tenzora napona u teoriji
plasti¢nosti, pokazuje da efektivni napon, L definisSe veli-
ginu povrdine teéenja. Za slucaj ravanske deformacije, jed-
na¢ina (5) glasi

0g = %3 (o1 = o) (6)

gde su 9y i 7, glavni naponi. Kako o_ uvek mora biti pozitiv-

na vrednost, a4 je najvedi po vrednogti.

Vrlo znacajna konstatacija koja proizilazi iz HRR
singulariteta, je ¢injenica da su naponi i deformacije u oko-
1ini vrha prsline u potpunosti okarakterisani veli&inom J. To
ukazuje da za slucaj vazeée analize HRR, Zilavost loma mate-
rijala moZe da se izrazi preko kriti¢ne vrednosti J-integrala.
Danas se u velikoj meri koristi J-integral, kao mera Zilavosti
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1. Glavardanov

kod duktilnih materijala. J-integral je postao znafajan pa-
rametar elastig¢no-plastiéne mehanike loma.

Nekoliko godina pre nego Eto je Rajs definisao i
uveo J-integral, Vels [4] je definisao elastiéno-plasticéni pa-
rametar Zilavosti poznat kao CTOD (crack tip opening displa-
cement). Ovaj parametar defini&e pomeranje vrha prsline pri
njenom otvaranju. Sih [5] je koristeci HRR singularitet vrha
prsline pokazao da postoji jednoznalna veza izmedju J i CTOD:

95 O
J = - (7)
n )
gde ét oznacava CTOD a dn je bezdimenziona konstanta koja za-

visi samo od svojstava pri teéenju (npr. n, o, GOXE). Stoga,
za vaieée uslove HRR singulariteta na vrhu prsline, J i CTOD
su jednako vazeci parametri, koji karakterisu stanje okoline
vrha.

Medjutim, deformaciona teorija plasticnosti koja je
ekvivalentna nelinearno-elastiénoj teoriji, a na njoj teorija
J integrala pocCiva, vazi samo dotle dok za svaku tacku posto-
ji proporcionalno opterecenje (ispunjeni uslovi o monotonosti
procesa deformisanja).

Analizom pomocu konacnih elemenata [6] za slucaj
potpune plasticnosti ligamenta tela sa prslinom, ukazuje se
da postoji do rastojanja od 2 6t od vrha prsline, intenzivna
zona deformacije sa izrazitim neproporcionalnim opterecenjem.
Stoga u toj zoni jedna&ine 1 i 2 nece opisivati stvarne napo-
ne i deformacije. Medjutim, J integral i u tom sluédaju moze
jos karakterisati uslove u okolini vrha prsline, ako je ta
intenzivno deformisana zona okruZzena zonom Uu kojoj vaZe rela-
cije 1 1 2. Takav slutaj ¢e postojati sve dotle dok je ét malo
u poredjenju sa duzinom prsline i ligamentom.

POTPUNA PLASTICNOST PRESEKA (LIGAMENTA)

U uslovima potpune plastiénosti ligamenta, opterece-
nje nece biti proporcionalno ni van intenzivne zone deformaci-
je i okolina vrha prsline vise nije jednoznacno okarakterisa-
na J integralom. U tom slucaju jednoparametarski koncept meha-
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Parametri koji karakteridu naponsko deformaciono stanje ...

nike loma postaje neprihvatljiv. Na slici 1 je prikazano racun-
sko polje napona ispred vrha prsline za duboko zarezanu ploéu
sa centralnom prslinom (centgr cracked panel) CCP, koja je op-
terecena na zatezanje u usiovima ravne deformacije.

4
f PLOCA SA CENTRALHDM PRSLINOM  m=i0
§ o HER
o b&[|o=200
3 L o b&lJ =60
@ x b&,(J =30
Gyy |
6. X, -
o
X
2 ~ x R y
X x = ®
°
1 PO W e T B A 2o
\ 10 00
W Che
e B

S1. 1: Polje napona vrha prsline za centralno zarezanu
plodu, za ravno stanje deformacije sa odnosom
a/W=0,751in=10

Graficki prikaz rasporeda polja napona je dobijen
pomoéu konaénih elemenata [7]. Sa slike se vidi da napon up-
ravan na ravan prsline (GYY) ima znacajno niZe vrednosti od
predvidjanja HRR, sa povecéanjem kolicnika J/boo, gde je sa b
oznafena duZina ligamenta.

PoSto je odstupanje od HRR solucije vefe za central-
no zarezanu plofu opterecenu na zatezanje od boéno zarezane
epruvete opterecene na savijanje, to se J-teorija usped3no ko-
risti do znatno vi3ih vrednosti kod uzoraka opterefenih na sa-
vijanje. To se vidi sa slike 2 koja pokazuje resenje konaénim
elementima [7] za napone u boéno zarezanom uzorku opterecenom
na savijanje.

Po americkom standardu ASTM za ispitivanje JIc [8]
propisano je da koliénik bcofd mora biti veéi od 25 sa ciljem
da se obezbede vazec¢i rezultati, od uzoraka opterecenih pre-
teino savijanjem. U protivnom ako ovaj uslov nije ispunjen ne
moZe se smatrati, da uslove na vrhu prsline vide karakterise J,
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1. Glavardanoy

Zilavost loma tada postaje geometriiski zavisna. Isto tako
ne postoji visSe jednoznacna relacija izmedju J i CTOD i veli-
Cina d, iz jednacine (7) nije konstanta.
r“._‘ 1
_ BOTHO ZATEEAN UBORAW ZA SAVIJAKRIE R «i0
N " *‘\h o o W% (3 =200
3 r ™ “q "‘1.___ o b€ |J =60
p "N + bG. 13 =30
“’ﬁ.’ : \\
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S1. 2: Polje napona vrha prsline za bocno zarezanu
epruvety u uslovima ravne deformacije, sa
odnosom a/W = 0,75 i n = 10

POLJE NAPONA ZA SLUCAJ POTPUNE PLASTICNOSTI

Analiza konaénih elemenata koristi inkrementalnu
teoriju plastic¢nosti, za §ta je potrebno utro$§iti dosta vreme-
na, §to nije prikladan nacin za analizu stanja vrha prsline
za sve slufajeve konstrukcija i epruvete za ispitivanje. Sto-
ga neka jednostavna procedura, koja bi omoguéila da se kon-
cept mehanike Toma koristi u takvim slucajevima, je nesumnji-
vo korisna.

Kombinovanjem inkrementalne i deformacione teorije
plastic¢nosti razvijena je kvazi-deformaciona teorija, koja se
bazira na jednostavnoj korekciji polja napona na vrhu prsline.

J KONTURNA ANALIZA

Razmotrimo dugu, usku konturu duZine o i $irine n
koja obuhvata vrh prsline (sl1. 3a).

0
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Parametri koji karakteriZu naponsko deformaciono stanje

L ]

Q) HNECEFORMISAR  12aGELED

b) DeFoRMIsAN 1ZELED

51. 3: Duga uska kentura koja obuhvata prslinu

Saperi [8] je pokazao da je J integral za takvu
konturu dat izrazom

o
J=[c..n.i§dg (8)
L
0

gde je nj vektor normale za nedeformisanu kontury i o.. u

1
ovom slucaju tenzor napona Piola {napon Piola se uzima kao

trodimenzioni ekvivalent inZenjerskcg napona). Ostale oznake
u jednacini su definisane na sl. 3. Za sluéaj opteredenja na

otvaranje prsline, nagin opterecenja I,

X z = %xy zy

pa se jednacina (8) svodi na

(o
86
o d&
J J Oy - 2 (9)
o]
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Ako & zavisi samo od & i & jednalina (9) je ekvivalentna sa

g d6 (10)

&
S
=

5 vy

Ako se sada uzme tacka na rastojanju x ispred vrha
prsline, moZe se definisati funkcija j(x,é&) kao

B(x,ét)
5(x,6,) = J 5,y (Xs8y) 48 (11)
0

Za fiksiranje vrednosti Gt i & izraz je funkcija samo od X.
Stoga postoji funkcija C koja ima sledeé¢i izgled

B8, ) » —2—s (12)
3(x,84)

za malu zonu deformacije (x < 26t)
dé =
hode (13)

zamenom u jednalinu (11) dobija se
(x,6,)

ayy(x,&t) de

€
y

J = C(x,6,) h, (14)

D‘-—-\‘<

Yy

KVAZI-DEFORMACIONO RAZMATRANJE

Neko pribliZno re3enje za C za slufaj potpunog plas-
tiénog teenja ligamenta, moZe se dobiti pomoéu modifikovane
deformacione teorije plastiénosti. Slika 4 pokazuje porast op-
terecenja u taiki ispred vrha prsline, Sematski. Vidi se da se
ponasanje pri teCenju u pofetku slaZe sa izrazima datim jedna-
ginom (1) i (2). Kako se plasti¢na deformacija povecava, stvar-
na kriva te&enja odstupa od HRR teorije. Za datu vrednost J na-
pon je niZzi nego 3to se teorijom predvidja, a deformacija je
veca. Kvazi-deformaciona teorija u svom razmatranju predpostav-
1ja da materijal sledi putanju stvarnog opterecenja. Da bi se
to postiglo i da bi se definisale korektne vrednosti za napone
i deformacije na bazi deformacione teorije, moraju se izvr§iti
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Parametri koji karakteriSu naponsko deformaciono stanje ...

odredjene korekcije. Za opterefenje u y pravcu, g, Se mora po-
mnoZziti sa odgovarajucé¢im parametrom:

HERA (15)

Odgovarajuce vrednosti Az i A, bi bile potrebne za analizu

3
deformacija u ostala dva glavna pravca. Uvodjenje ove tri ska-
larne vrednosti omogucava kori3éenje deformacione teorije plas-

tiCnosti iako su opterecenja neprporcionalna.

|
KVAZ| - DBFORMACIONA TaoRJA
e 18T ]
< \
HRR —"/ 1
P ,qtﬁ —
o & ¢ﬁ$ //
/ ?0<wpp //
v S PUTANTA OPTERECENIA KOTA BADOVOLINA
S 4
/ ¥ &
&
,/
//
¥
4
/
€y
S1. 4: Sematska ilustracija kvazi-deformacionog

razmatranja

Naponi i deformacije upravni na ravan prsline, defi-
nisani kvazi-deformacionom teorijom, dati su izrazima:
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£ J )1/(n+1)_ (15)
o = Xa@ o
vy 1"a a(1100)£ 1I.r Yy

;
] ) X 40 ( £ J' n/(n+1)€ ] (17)
vy E u(x1co)£ b, Yy

Zamenom jednalina (16) i (17) u (14) dobija se

i (n+1) I X

c (18)

no. ¢t h
Syyfyy "o

Treba uo&iti da C ne zavisi od Ay i da se isto rede-
nje za C dobija ako se konvenciona]na deformaciona teorija

primeni. (Jednaline (1) i (2) uvrste u jednacinu (14)).

Potsetimo se da za slucaj d kontrolisanih uslova
vezu izmedju J i CTOD daje jednacina (7). Kvazi-deformaciona
teorija modifikuje ovu relaciju:

A,0 6
PR o . (19)

x1 1/n dn

d, je konstanta koju Jje sih- [5] izveo za HRR uslove:
g, TN . 1/n 2 U
d, = (=23  (uy + U4, — (20)
n X y :
n

gde su Gx i Uy bezdimenzione konstante. 7amenom jedna&ine (19)
u jednatinu (17) dobija se

a o, E & n/(n+1) _
£ = ( ) € (21)
vy E g d. 1 % vy

Vvidi se da zavisnost od A1 nestaje kada se izraz za deformaci-
ju da u funkciji od CTOD.

Za fiksiranu vrednost X4

E 6 -1/ 1 dé
de.. & e ( 5 ) Al —— (22)

Yy Yy
ntl « 7, dn In X dn In X
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Parametri koji karakterisu naponsko deformaciono stanje

Zamenom jedna&ine (18) i (22) u jedna&inu (14) dobija se

&
: 1 ; £ 6, -1/(n+1) ”
J=._—-jc by 1 d6. (23)
o d yy 17778 " g d. I X t
yy ‘n o o % *n
Izraz zZa o je
yy
E & 1/(n+1)
sy B t ) . (24)
yy N4, ao.d I x Yy

7a malu vrednost telenja, dJ/d6t = coldn, pa se
jednaiina (24) svodi na HRR redenje (jednacCina (1)). Kada J
kontrolisani uslovi ne vaze, gornja jednadina pokazuje da
Iyy definidu dvoparametarski faktori i da €e se svesti na
jednoparametarski uslov mehanike loma kada postoji veza iz-
medju J i CTOD data jednaCinom (7))

Uporedjenjem jedna&ine (24) i jedna&ine (1) moZe
se definisati parametar oblika J koji karakterisSe napon
upravan na ravan prsline:

(o W

. 6t06 ” n+1 (25)
Jyy © g
dn @ t

(=
Ca
—

(=9

Kada vaze HRR uslovi yrednosti u zagradi gornje jednaline
su ravne jedinici pa Je

J* = J.
Yy
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